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Problema | (10 puncte)

Fie numerele realea,b,c astfel incat 1 <a<b <c.

Sa se arate ca log,(log, b) + logy, (logy, c) + log.(log.a) > 0.

Solutie.

Observdm ca daca 1 <p <qsix> 1, atunci log, x >logqx,  (4p)
Dinl<a<b<c., putemscriccaib=a"sic=b",cuu,v > 1. Se obtine imediat si ca
c=a",saucaa= Cul_V

Atunci sum data, S =log,(log, b) + log,(logy, ) + log.(log. a) = log, u + logy, v + log, i = (log, u -
logcu) + (logy v - logcv) (3p)

Conform primei observatii, fiecare paranteza este strict pozitiva, de unde S > 0.  (1p)
Sau, tot cu prima observatie, S > log.(log, b) + log.(logy, c) + log.(log.a) =

= logc((logg b) - (logy c) - (logc a)) =log,1=0 (5p)

Problema a Il-a (10 puncte)

Fie a,b,c trei numere complexe nenule care verifica egalitatile :
a@+b)=r,@);b(b+c)=r,(2);c(c+a)=rs,(3), unde ry, 1y, r3 Sunt numere reale strict pozitive.
Sa se arate ca daca a,b,c sunt trei numere care verifica relatiile date, atunci si —a,-b,-c verifica relatiile
1), (), 3).

Sa se arate ca daca a,b,c verifica relatiile (1), (2), (3), atunci a,b,c sunt toate trei numere reale.

Solutie.

a) Evident, prin inlocuirea valorilor a, b, ¢ cu —a, -b, -c.  (2p)

b) Presupunem, prin absurd, pentru inceput, ca toate trei numerele a, b, c € C\R.
Atunci argumentele lor sunt in intervalele (0, 7t) sau (x, 27). Atunci, conform principiului cutiei
exista doua argumente fie in (0, ), fie In (zw, 27). (1p)
Daca doua dintre argumente ar fi in intervalul (w, 2xt), (de exemplu arg(a), arg(b) ), atunci arg(-a),
arg(-b) € (0, =), iar —a, -b sunt si ele solutii, deci, cel putin doud din argumentele numerelor a,b,c
se afld in intervalul (0, 7). (2p)
Folosind reprezentarea geometrica a numerelor complexe, observam ca argumentul sumei a doua
numere complexe se afla Intre argumentele termenilor sumei. (2p)
Atunci arg(a), arg(b), arg(atb) € (0, =), deci arg(a(a+b)) € (0, 2x), fals, deoarece a(a+b) este real.

Deci cel putin unul din numerele a,b,c este real. (2p)

Dar, dacd a € R, atunci si atb € R, deci b € R. Apoi, din b(b+c) € R si b € R, avem b+c € R, deci
siceR.

Deci toate cele trei numere sunt reale. (1p)

Clasa a X-a — Matematicd



MINISTERUL EDUCATIEI NATIONALE $I
CERCETARII STIINTIFICE

INSPECTORATUL SCOLAR AL JUDETULUI BACAU
COLEGIUL NATIONAL “FERDINAND I” — BACAU

Concursul National de Matematica si Fizica
“Vranceanu — Procopiu”
Editia a XVII —a, 2015

Clasa a X-a — Matematicd




Clasa a X-a — Matematicd



